Energie / Puissance moyenne finie

=[x dr < +o0

x(t) a Energie fini si Ex <+c0  x(t) & Puissance finie si P, < +o0
Signaux élémentaires

. 17 2
P, = — x(t)| dt < +o
lim = []x0)

Echelon unité

=L 4O=1si1>0

0 ailleurs

Fonction signe
j >
Signal rectangle

sgn(t)=1sit>0
rect(t)=1 si te[-1/2,+1/2] .
0 ailleurs S

Signal triangle

trian(t)=A, ;=1-|t| si te[-1,+1] X
0 ailleurs /\>

-lsit<0

Fonction rampe
ramp(t)=t si te[0,+oo]
0 ailleurs

Sinus cardinal 5
sinc(t)=sin(m.t)/m.t

Bsine(BT) > ,\/\/ e

_—

Impulsion de Dirac

Notation : 3(t) et vérifie : 6(t)=0 8(0)=+o0 I o (t)ydt =1
S(at) = 5(0) -
Propriétés : ‘ ‘ o

= Principe de localisation : x(t).5(t-ts)=x(to).8(t-to) J x(£).6(t = 1y)dt = x(1,)

Propriétés: | e

@ C(1) =C(-1)

Ci(7) est maximal en 0
si x=8 => C(1)=3(t)

C«(0)=Py ou E, suivant le type de signal
Si x est réel, I’autocorrélation de x est une fonction paire

Série de Fourier
Attention : Ne concerne que les signaux périodiques

2jr—t
x(t) = Zxke !

keZ

Avec

2jm
x, =< x(1),e

% >= iJ.x(t)e
T

T k
-2 jr—t

T dt

0

X est la composante continue de x(t), ¢’est aussi sa valeur moyenne

x1e3T + x_1e ™7 est la fondamentale de x(t)

est ’harmonique d’ordre k de x(t)

XkeZJﬂ:kl/T

Relation de Parseval P .

= lx coH|f

2
IR
ke Z

Transformée de Fourier [X=spectre]

Transformée de Fourier (TF)

Transformée de Fourier inverse (TF™)

X (/)=

R

fx(t).e‘zf”f*dt

x(t) =

[ X (ryermtar

DRappel convolution : (xi % 2, ) 1) = T (), (6= u)du

(x*8)t—1t,) = jx(u).&(t—t(; —u)du = x(t—t,)

= Périodisation d’un signal : Peigne de Dirac :

x(z)*z S (t - kI ) = fx(z—kT)
it

Convoluer un 51gnal x(t) par le peigne de Dirac revient a périodiser x(t) a la
période T.

x(t).y_ 5(t —kT) =Y x(kT)5(t — kT) discreisation temporellc

n—1

D x(k)y(k)

k=0

Produit scalaire
< x,y >=

Inégalité de Cauchy-Schwarz :

[< >y >|< x| v |

Espace des signaux a Energie finie

Signal a tps continu L, Signal a tps discret I,

Produit scalaire J‘X(l)y*(t)d’ i x(k)y (k)
(=<xy>) - -

Norme |[x]| I [x ()| at f [x (k)|
(2\/<x,x>) - -

Distance d(x,y) T |x (1) = y(0)] i |x (k) - )’(k)‘2
(=1x-yll) - -

L’énergie d’un signal de L, 2 E,=||x|
Deux signaux sont orthogonaux si <x,y>=0 et colinéaires si [<x,y>|=|[x||.||y]|
Signaux de puissance moyenne finie

Signaux périodiques Temps continu Temps discret

N
Produit scalaire ;—J‘Tx(t)y‘(t)dt l—z x(k)y (k)
1

N i~

1 2 1 N 2
Norme \/T—IT |x(t)| dt \/7N AZ; [x (k)|
Distance JLJ ‘x(t)f (t)‘zdt Lﬁ:‘x(k)—ﬂk)‘z
T Y N <

Sgnx non périodiques Temps continu Temps discret

lim ﬁzyc(k)y*(k)

Produit scalaire hm — .[x(t)y (¢)dt Jim.

-T/2 -N
Norme llm — I \x(t)\ dt \/hm 72 |x(k)|
— 0 T _T/2 N - o
1
Distance 1 & 2
= lim — k)—y(k
[Tli”j-ooT Tj/z‘x t) y )1 dt] \/NIE}OZN_ZMX( )= ¥( )‘

La puissance d’un signal : P,=|[x|*
Autocorrélation & Intercorrélation
= Autocorrélation :
Ci(m) =<x(), x(t-7) > ! ’
=>» Intercorrélation :
Cyy(1) =<x(1), y(t-1) > “05 0.5 a 1

*AAEE Propriétés :

e  Translation : ¥ (l‘ _ to) ___F S e -2 jrfty X ( f)
e Modulation : erﬂf()t (t)—— —> X(f - fo)
. Homothétie : x (at ) T N |1_| X ( f—)
a a
e  Convolution : [x * yI(t) > X().Y(H
x(t).y(t) > X * Y

° Relation de Parseval :

R

SOy =<x0Y0> @ [X(0)y Odi= [ XY ())df

. TF d’un peigne de Dirac :

keZ

D S(t—kT)——

Zﬁ(f—*)

keZ

Remarques : discrétisation temporelle —TF-> périodisation du spectre
Périodisation temporelle —TF-> discrétisation du spectre
Transformée Fourier a connaitre

TF[rect(t)] = sinc(f) TF[sinc(t)] =rect(f) TF[8(t)] =1 et TF'[§(H)] =1
TF[trian(t)] = sinc*(f) TF[e¥™"T]=5(f-k/T) TF[sinc’(t)]=trian(f)

Densité Spectrale d’Energie

x()
XD

Notation :

Théoréme de Wiener Khinchine :

: densité temporelle d’énergie / répartition de I’énergie dans le temps

: densité spectrale d’énergie / répartition en fréquence de I’énergie

> X(H=(Va’+b%)

=® Cx(V
1
t \
-T/2 /2 -T T
X Sx(f)
1/T f f
1/T

Densité Spectrale de Puissance

Répartition de la puissance dans 1’espace des fréquences
Notation: 5.0 = TFIC.0)]

Propriétés :

- Si x(t) & énergie finie : S,()=|X(H)=X(H).X"(f)

2> S«(H>0

2 y(O)=x(t-to) D Sy(f) = S«(H)

Suivant le type de signal (DSE /DSP)ona:
P =[S.(f)df =C,(0)
R

E, = [S.(f)df =C,(0)




Filtre linéaire invariant dans le

Un filtre est un systéme linéaire invariant dans le temps (LIT) qui transforme

temps

un signal d’entrée x en un signal y appelé réponse de x

Six ety sont a temps continu :

y(t) = Jh(t —7)x(r)dr

Six ety sont a temps discret : y(k) = ih(k 0
k=—0

Le noyau h du filtre est appelé réponse impulsionnelle

De maniére générale :

e y(t) = (h * x)(t) | échantillonnage du spectre

avec y = réponse h = réponse impulsionnelle

. HQf):TFihltH

X = excitation.

-> fonction de transfert

o |Y(f) = H(f).X(f)| [H(f)|=gain fréquentiel / arg H=déphasage du filtre

Propriétés :

. Causalité : Un filtre est causal ssi h(t) = 0, pour tout t<0

. Stabilité : Un filtre est dit stable ssi a toute excitation bornée (x(t)<xu,

jR | (e)dt < +o0

Vt), la réponse du filtre est aussi bornée.
Condition nécessaire et suffisante de stabilité :
Densité spectrale de signaux filtrés :

Sy(D) = HOI".S«(H)

Signal a spectre borné : X(£)=X(f)1-fmax fmax()

Les Filtres
e  Filtre passe-bas idéal IHO|
H(D=e"™" 115 5(f)
h(t)=2Bsinc(2B(t+to))

-B B

. Filtre passe-haut idéal

H(O)=11} pjus.+ii( im0
h(t)=3(t-to)- 2Bsinc(2B(t+ty)) L 1

IH®|
. Filtre passe-bande idéal

H(f)= ™ i 0-3(f)
h(t)=2Bsinc(2B(t+t,)) e7
Echantillonnage idéal
Permet de passer d’un signal a temps continu a
combinaison linéaire d’impulsion de Dirac :

fO0-B

ATl

fO+B

arg(H(H)

un signal constitué d’une

x,(1) = x(0).T, 3 5(t ~KT,)

X=X/ -5

Le spectre X(f) est la répétition sur I’axe des fréquences a la période f.=1/T.

2sinacosb =sin(a + b) + sin(a — b)
2cosacosb =cos(a + b) + cos(a —b)
2sinasinb = cos(a — b) — cos(a + b)

a +b).c0s(a -b

sina +sinb = 2sin(

)

. a 1-cosa
sin(— :i‘/i
(2) 2
cos(g):i /1+cosa
2 2

Théoréme de Shannon :

La fréquence d’échantillonnage doit étre supérieure a deux fois la fréquence

maximale f,, du signal échantillonné : f, > 2.f,.«
2fmax est appelée fréquence de Shannon

Echantillonnage réel

5, (0= T3 (6 *HYKT,).5(~ KT,) = (x* B)(0).T, 3. 81 KT,)
X, (N = (XNH* L8 5 = X,()* L3/ )

sin(-a)=-sin a

cos(-a)=cos a

tan(-a)=-tan a
cotan(-a)=-cotan a

sin(m - a)=sin a
cos(T - a)=-cos a
tan(m —a)=- tan a

cotan(m — a)=- cotan a

sin(m/2-a)=cos a
cos(n/2-a)=sin a
tan(m/2-a)=cotan a
cotan(m/2-a)=tan a

2

CoS 2

sin(n+a) = -sin a cos 2a = a—sin“a

cos(m+a) = -cos a
tan(m+a)=tan a
cotan(m+a)= cotan

cos 2a =1-2sin%a

cos 2a = 2cos > a —1

cos’a = %(1 + cos 2a)

sin3a =3sina —4sin’a
3
cos3a =4cos’a—3cosa

3tang —tan’a
tanda="—————
1-3tan"a

sin( @ + b) = sin a cos b + sin bcos a
sin( a — b) =sin acos b —sin bcos a
cos( a + b) =cos acos b—sin asin b
cos( a —b)=cos acos b+ sin asin b
tan a + tan b
tan( a + b)) = ——M8
1 - tan a tan b
tan a — tan b
tan( a — b) =

1+ tan a tan b

sina+cos’a =1

2
l+tan“a = 5
cos” a

sin 2a = 2sinacosa

sina = %(lfcos2a)

a 1—-cosa
. . a+b. . a-b tan(—) =+, [ ———
sina —sinb = 2 cos( 2 ).sin( > ) 2 1+cosa
a, l-cosa
a+b a—b_ | tan(=)=———
cosa + cosh = 2cos( 5 ).cos( 5 ) 2 sina
b b | tan( a) sina
. a+ . a— )=
cosa —cosb = —2sin( ).sin( 2" l+cosa
2 2
DERIVEES
f(x) £(x) fx) (x) 1., W
Cste 0 u";neN nw’u™! (7) =7
u ] v Vv
X 1 ¢ u’ e , ,
X" nx"’! In |u| uw/u (E)': uv—viu
1/x -1/x° sin u u’cosu Vv V2
\x 1/2x cos u -u’sinu (go f)=(g"f)f'
In x 1/x ’
e e*
sin X COS X
cos X -sin X
tan X 1/(cos® x) tan u u’/(cos® u)
1+tan’x u’/(1+tan’u)
- PRIMITIVES
n+
[N +K tan x = —In|cos x|+ K
n+1

l——>1n\x\+1<
X

1
———2Jx+K
Jx

1 1

cot anx = ln‘sin x‘ +K
thx =In(chx)+ K

cos(ax +b) = lsin(ax +b)+ K
a

sin(ax + b) = 7lcos(ax +b)+ K
a

X

sinx——>—cosx + K

cosx——>sinx+ K

e ——e" +K

x Ilnxdx:xlnx—x+K
IArcsinxdx =xdresinx +v1-x* +K

IArccosxdx =xdrecosx —y1-x* +K

tan(ax + b) = —lln\cos(ax +b)|+K
a

u'(x)e" =" + K

ff [uCo)lu (x)dx = flu(x)]+ K

,Lzlntan£+K J-f"(X)f'(x)dx=w+K
sinx 2 n+l
coslentan(%+%)+K -[2 ) dx f(x)+K
mzln\ta“\% ) ]} ((;)) dx =1n|f (x)|+ K

x
x_a

a +K

[LOE0- g W S0
g (x)

g(x)

" Ina

Intégration par partie :

ju(x)v’ (x)dx = u(x)v(x)— j u'(x)v(x)dx + K

Formule de Moivre

(eiﬁ)n — einB
VOeRVnelZ, _ _
(cos@+isin@)" =cosnf +isinnd
Formules d’Euler
i0 —if
e’ +e
cosf=—
X y 2
. 1 o -6
—kn
Z a = — . —e
_ 0 _ -k |sin@ =
zl y=z.X l-a 2i

plcosg + jsing) = pe’
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