Transformée de Fourier & temps discret

r o
'lTFD(x(n))(f) =X(f)= D x(n)e ™

Transformée en Z

x(k)—Z X (2) = ix(k)z"

k=-x

Cette expression n'a de sens que dans un DG limité : R<|z|<R*
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(k) = Zx(l) Y (1+k‘ w.(2)= X, (z")Y (2)
_fonction d' lnter corrélation

w(k) = Zx(l) y(k— 1) w,(2) = X (2)Y.(2)

_produit de convolutlon
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_Propriétés de la transformée en|2
_Domaine temporel
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Transfdrmw e

y(k)=x(k-ko) " Yi(2)=2* Xu(2)
_translation L

y(k)=a*.x(k) Yz(2)= Xi(2/a)
“y(K)=k x(k) '

Y (z2)=-z

~ Filtrage numérique
x(n n
L'opération de filtrage : ol h(n) yn)
c'est une convolution

Réponse impulsionnelie : h(n)

ym=(htm=ech)n) | oy ¥Y(2)
Fonction de transfert : H(z) = TZ[h(n)] ()=

Y(2)=H(2) X(2) X(2)

N

Z Jgs pOles sont les racines du dénom
Y(2) iés zéros sont les racines du numér
Propriétés : X (z) ” -
. Linéarité : soit a eloto “le filtre est linéaire si qd on place
x(n)=a.x:(n)+b.x2(n), on, ghtient y(n)=a.y:(n)+b.yz(n)
Invariance temporellé : cette propriété est vérifiée si
comportement du filtre ne change pas avec te tps en sortie
causalité : un échantillon a l'instant n ne dépend que des valeurs
présentes ou passées des séquences d'entrée et de sortie
Stabilité : un filtre est stable si, écarté de sa position d'équilibre
[x(n)=0 =» y(n)=0)] par I'application d'une impulsion en entrée, il
retourne a cet état d'équilibre : si x(n)=5(n) alors lim y(n)=0 <» lim
h(n)=0
Filtre non récursifs et récursifs :
. Filtre non récursif : un échantillon de sortie y(n) ne dépend que
des échantillons de la séquence d’entrée x(n-i). ex :

y(n) = x(n)+x(n-1)

Filtre récursif : I'échantillon de sortie %épend d'échantilions de la
séquence d'entrée mais aussi d'échantilions de sortie précédents :

. le

- x(n)+y(n—1)

Recherche de la fonction de transfert :

y(n)=x(n)+a y(n-7) Y(2) 1

=TZ-> Y(z)=X(Z Y H(z)= =
(2)=X(2)+az"Y(2) (2) X(2) T-az

la réponse impulsionnelle h(n)=TZ '[H(z)]
Rappels sur les PROBABILITES |
Variables aléatoires réelles :
Définition : Une v. a réelle X est une application mesurable de (Q.A.P)
dans (.B), ¢ a d une application telle que I'image réciproque par X de
toutétdeB<aA:
Vi e B, {0|X(w)el} € A

Densité de probabilité— fonc
répartition F, est & densité (ou absolument continue) s'il existe une
fonction f telle que :

f est la densité de probabilité

VieR,F ()= [ fx)dx

-

Espérance mathématique :
E[X] : moment d'ordre 1 (moyenne) < e
v. a discreéte :

E[X]=) xP[X =x,]

1€l
| est I'ensemble dosE valeurs que peut prendre X
Variance :
La variance = Var(X) = o® est le moment centré d'ordre 2

Var(X)=o* = E[(X - E[X])*] = E[X*] - (E[X])’

L'écart-type est la racine carré de la variance
uelque riétés :
Linéarité : E[aX+bY]=a.E[X]+b.E[Y]
E[a]=a et E[X+a]=E[X]+a

Théoréme du transfert :

v. a discréte : v. a continue :
E[g(X)] =D g(x).PIX|ERA X)] = [ g(x). S (x)dx
Définitions: 4

* v.acentrée : sa moyenne est nulle > E[X]=0
v. a réduite : sa variance est égale & 1 > E[(X-E[X])’]=1
A __Loide Poisson™”__ P
X suit une loi de Poisson de parameétre A (A>0) sSi:

k

Eg(j et Var(X)= A
!kuvl forme ..

Ly

Vk e N, P(k) =

I R e p—

e

= b
Une v. a X est uniformément répartie sur I'ntervalle [a b] (a et b réels
tels que a < b) si la densité de probabilité a pour expression :

fx(x)— (.,,,R(H
b -4 gausslenne) 1

Une v. a X est une v. a normale (ou gaussienne) de paramétres Hx et
o’x 8i sa densité de probabilité a pour expression :

(x-py )}
1 'EIX]_L- €t VarX]= o*

£ o) fﬁm‘ i

ropriétés : Sixf 2 NTLCRx).Y=a X+be N(a ux+b, a’.a%)

L lle VR |

Unev.aXestunev. a exponentielle de parameétre A si la densité de
probabilité a pour expression :

+b)/2 et Var(X)=(b-a)¥/12

~~a————

x) = A.e~**.11 E[XI=N/ et Var(X)=1/a2
Ja(X) = "mpleé-d—vol“u urs gléatolres """

Fct de répartition du couple (X,Y) :

Filtre 4 Réponse Impulsionnelle Finie / Infind :

RIF : Un filtre RIF est stable. Les h(n) seront tous nuls pour n>N
RIl : Il y aura toujours des h(n) non nuis. Pour qu'un Rl soit stable
il faut que les pdles de la fonction de transfert soient a I'inténieur du
cercle unité.

Meéthode :
on pose x(n)=5(n) > y(n)=h(n) et on regarde ce que devient h(n) qd
n>+x [on prend n=0,1,2 ...]

XY (x’ y) == PX,)'(] = 00, x[x]- oo,y[) - III\’.?‘xvy)-dr-‘

I_F

rDensng da probadiine™
s Gy = e G
e dx.dy

Lois marginales : On appelie lois marginales du couple (XY) les lois de
XetdeY, PxetPy:
cas continy

cas discret




fonction de répartition

Fy(x)= ,!-i.mm Fyy(x,))

PA(’) = ZPx.y("aJ.

)

——2""Gensié de probabil
fx(x)=J‘fx.r(x-.V)-d)'|

Processus a temps dICW. 1

Ptopriétés des processus Iéatoirgs’yu Qrogndre :

$ Sx(z)% =" Rés(

S, (z
z

[valable dans le cas continu et discret]

¢ Cx(1)=Cx(-1)

Probabilité conditionnelle : P(XcA

y: e mhon d'autocorrélation est une fonction paire

P,,(XeAlYeB)= SP (Sx(f)) est une fonction réelle et paire
P(Y € lexe :
Indépendance de 2 v. a si pcurmﬁntervaﬂeﬁtetﬁincrusdans-ﬂm(rt.—"‘—Cx 1)=C'x(-1)
P{XeAXeB)}=P{XeA}P{XeB} «  fonction d'autocorrélation est une fonction & symétrie
cas continu cas discret hermitienne
= NS ; -+ ta DSP estyne fonction réelle
fo.y(x,y) = £ (). £y G RO BYEP, i}.8, 1) ¥onetion dautocombiation
ans T8 TAS Pxn=Fx — v— Elle atteint Son maximum & l'origine
Processus Stochastiques Le BRUIT BLANC
X(w!): o:aléatoire Le bruit blanc est un processus aléatoire stationnaire du second ordre,
t: temps centré et dont la densité spectrale de puissance est constante sur tout

at fixé, t=t, X(w.t) est une vanable aléatoire
a o fixé, w=wo, X(wo,t) est une trajectoire (un signal déterministe)
La stationnarté :

. au sens strict : 1a loi ne dépend pas de l'origine des temps
au sens large [stationnaire du 2" ordre] : 3 conditions :

1.  E[X(t)] ne dépend pas du temps

2. E[X(t).X(t-1)] ne dépend pas de t = C.(x)
(ou E[X(t).X(t)] ne dépend que de t-t'= C(t-t)

3. E[X()]2]) = C.(0) < +

ergodicité :

. au sens strict : tous les moments temporels ne dépendent pas du
tirage

= ausens large : les moments jusqu'a I'ordre n ne dépendent pas du
tirage

Fonction d'autocorrélation d'un processus stationnaire du 2™ ordre :
Cy(r) =< X(1),X(t —7) = E[X(1).X(t—7)]
Covariance :
&y (1)=C) & PLA -} - E[X (1]

dans le cas ou E[X(t)] est une cste du temps -> E[X(t)]=m, alors covx(tt-t)=Cx(t)-m?

Quelques propriétés :

Cx(0) est la puissance moyenne du signal = E[|X(t)}]

I'axe des fréquences.
Bruit blanc & temps continu :

Sy (f)=cste =LVl Vf

Cy(r)=225(0)

Br

No

S,(f)=cste = 1/25fSL(I'[,ZF)=—A;—°5,,'0

0U v est le symbole de Kronecker : l .
5i k=0

~ Fi s4ys aléatqire
Filtrage des; (I:;oces tdsma fi %lre

y(n)

—

h(n)

y()=h(t)*x(t)

X ~ahgxa 1

" Discret

— Y@FEH@) X@)

__continu et discret (z=n) __
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bj}? > CJ1) pour
S, i &)TES_ a brﬁ% fo

La matrice de covanance d'un processus stationnaire du 2"
~_ estune matrice de Toeplitz

Signaux déterministes
Signaux a énergie finie .

out 120 Sp‘ze)m Snérg)l—gf

ordre |

j‘ x(2).y" (2)d1

n

< X(’), y(t) >=
onne finie ——

Signaux a puissance moy

L/2
Ix(t
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lim —
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< x(1), y(#) >=

Processus aléatoires :

).y (£)dt

< X(0),Y(t)>= E[X(1),Y"(¢)

—

I

Etude Spectrale
Densité spectrale de puissance, fcf. A21):
Sx(f)= TF[Cx (7)] en continu
(S, () =TZ[C, (D]

Processus & temps continu .

Sy ()= TCx(r).e""'C“dfr) =TF'[Sy(N] =[S

en discret

s Processus 4 temps discret :

2/, (k) = TZ7'[Sy (2)]
=< X (n), X(n-k)>
= E[X(n).X (n-k))

S () =SCrhre

Attention = z=*<*

Puissance d'un processus aléatorre :

Processus & temps continu :

P=C(0)= [ Sy (NS

v (S).e*?7df




