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ÉLEMENTS	  DE	  PROBABILITES

I.	  DEFINITIONS	  :	  
!	  :	  Espace	  fondamental,	  ensemble	  des	  éléments	  possibles	  
τ   :  tribu,	  ensemble	  de	  travail.	  Si	  Ω	  dénombrable  

⇒ τ = P Ω = ensemble  des  sous  ensembles  
!	  :	  Événement	  contraire	  =	  1	  –	  A	  
Sys	  comp	  d’évt	  :	  Evt	  incompa"bles	  2	  à	  2	  et	  somme	  =	  Ω.	  

! ! ∩ ! = ! ! − !(! ∩ !)	  avec	  les	  proba	  totale	  
Dualité	  :	  ! ∪ ! = !   ∩ !	  et	  ! ∩ ! = !   ∪ !	  
!/!   =   !   ∩ !	  =	  A	  privé	  de	  B	  
Espace	  probabilisé	  :	   Ω, !,! 	  avec	  P	  proba.	  

! ! ∪ ! = ! ! + ! ! − !(! ∩ !)	  avec	  ! ! ∩ ! = !"#$ !∩!
!"#$(!)

	  

Proba	  condi+onnelles	  :	  ! ! ! = !! ! = ! !∩!
! !

	  «	  A	  sachant	  B	  »	  

Formule	  de	  Bayes	  :	  ! !! ! = ! ! !! .! !!
! ! !! .! !! !! ! !! .! !! !⋯!! ! !! .! !!

	  

A	  et	  B	  indépendants	  
⇔ ! ! ∩ ! = ! ! .! ! ⇔ ! ! ! = ! ! !"  ! ! ! = !(!)	  

II.	  VARIABLES	  ALEATOIRES	  REELLES	  
Fonc%on	  de	  répar%%on	  (=	  proba	  cumulées)	  :	  	  
!!:  ℝ → 0, 1 	  
	  	  	  	  	  	  	  ! → !! ! = !(! < !)	  
Pour	  que	  !! 	  soit	  fn	  de	  rep.	  Il	  faut	  :	  
1.!! ↗   ∀! ∈ ℝ	  
2. lim

!→! !!!
!! ! = !! !   ∀! ∈   ℝ	  

3. lim
!→  !!

!! ! = 0  !"   lim
!→!!

!! ! = 1	  

	  
! ! ≤ ! < ! = !! ! − !!(!)	  
Espérance	  :	  Moyenne	  pondérée	  (mom.	  ordre	  1)	  ! ! =    !! .!! 	  
Variance	  :	  Moment	  d’ordre	  2	  !! = ! ! ! − ! !! 	  (écart	  type	  σ)	  
Moment	  d’ordre	  !	  :	   !! − ! ! ! .!! !! 	  

III.	  V.A.R.	  DISCRETES	  
!!	  est	  en&èrement	  définie	  par	  la	  probabilité	  de	  l’ensemble	  des	  

singletons.	  

!! ! = ! ! < ! =    !!(!!)
!∈!

	  

Propriétés	  :	  
! !.! = !.! ! 	  

! ! + ! = ! ! + ! ! 	  
!"# ! + ! = !"# ! + !"# ! + 2!"# !;! 	  

!"# !;! = ! !.! − ! ! .![!]	  
! ! = !  !".! 37 = 37	  
! ! + ! = ! ! + !	  

!! ≥ 0	  
!!.!! = !!.!!!	  
!!!!! = !!!	  

X	  est	  centrée	  et	  réduite	  si	  ! ! = 0  !"  !!! = 1	  

Si	  X	  n’est	  pas	  centrée	  /	  réduite,	  ! = !!! !
!!

	  l’est.	  

IV.	  V.A.R.	  ABSOLUMENT	  CONTINUE	  
Si	  Ω	  est	  finit	  ou	  dénombrable	  ! = !(Ω)	  sinon,	  ! = ℬ(Ω)	  (tribu	  des	  

Boréliens	  –	  con$ent	  tous	  les	  intervalles	  possibles	  de	  Ω	  du	  style	  ] −∞; ![)	  
!! ! 	  est	  la	  loi	  de	  la	  v.a.r.	  Elle	  est	  dérivable.	  Fn	  de	  répar**on	  

!! ! = !!! !
!"

	  est	  la	  densité	  de	  probabilité.	  Condi&ons	  :	  

!! ! ≥ 0  ∀  !	  

!! ! =    !! ! !"
!!

!!
= 1	  

	  
! ! =    !. !! ! !"!!

!!   !"  !!! = ![! − ![!]!]

V.	  LOIS	  USUELLES	  DISCRETES	  
Rappel	  :	  P! k = P(X < k),	  ! ! > ! = 1 − !(! < !)	  

V-‐1.	  Bernoulli	  :	  
!	   0	   1	  
!!	   1 − !	   !	  

	  

Une	  variable	  2	  résultats	  possibles	  
Vrai	  ou	  Faux	  

! ! = !	   !!! = !. (1 − !)	  
V-‐2.	  Binomiale	  (Bernoulli	  n	  fois)	  :	  

!! ! = !!!!! 1 − ! !!! 	  

!"#$  !!! =
!!

!! ! − ! !  	  

Une	  variable	  2	  paramètres	  
!	  et	  !	  et	  !	  nombre	  de	  succès	  

! ! = !. !	   !!! = !. !. 1 − ! = !. !. !	  
V-‐3.	  Hypergéométrique	  (N	  boules	  dont	  K	  blanches	  et	  N-‐K	  noires)	  :	  

!! ! =
!!! .!!!!!!!

!!!
	  

!"#$  !!! =
!!

!! ! − ! !  	  

max 0,! − ! + ! ≤ ! ≤ min  (!,!)  
!	  boules,	  !	  blanches,	  !	  !rées,	  !! 	  
nombre	  de	  blanches	  (K)	  

! ! = !.
!
!	  

!!! =
! − !
! − 1 .

!
! . 1 −

!
! !.	  

V-‐4.	  Loi	  de	  Poisson	  (Bernoulli	  ∞	  fois	  –	  nbr	  appels	  /	  heures	  -‐	  …)	  :	  

!! ! =
!!

!! . !
!!   ,∀! ∈ ℕ  	  
	  

Paramètre	  !	  
Si	  !	  pour	  minutes,	  on	  u-lise	  !"	  

! ! = !	   !!! = !	  
VI.	  LOIS	  USUELLES	  ABSOLUMENT	  CONTINUES	  

VI-‐1.	  Loi	  uniforme	  :	  	  

!! ! =
1

! − ! , ! ∈ !, !   !"  0  	  

!! ! =
! − !
! − ! , ! ∈ !, ! 	  

0  ∀  ! < !, 1  ∀  ! > !	  

a b

b	  -‐	  a

	  

! ! =
! + !
2 	   !!! =

1
12 ! − ! !   ⇒   ! =

! − !
12  

	  

VI-‐2.	  Loi	  normale	  ou	  gaussienne	  :	  

!! ! =
1
2!!!!

!
! !!! ! !

!!!
!   	  

! ! = µμ! ,!!!!"  !! 	  paramètres	  
! = !(µμ! ,!!!)	  

!! ! = 1  ∀  ! ∈ !, 0  !"#$#	  
!"#é!  1!!	  

U"liser	  !!!
!
~!(0; 1)	  +	  tables	  

!! µμ! ± 1,64!! = 0,9	  

VI-‐3.	  Loi	  Exponen*elle	  :	  
!! ! = !. !!!"∀! ∈ ℝ, 0  !"#$#  	  

! ≥ 0,	  paramètre	  

!!!!"!"
!

!
= !

!!!"

−!
!

!

= !! 	  

! ! < ! =   !! = 1 − !!!" 	  

! ! =
1
! ,!!

! =
1
!!	  

VII.	  COUPLES	  DE	  V.A.R.	  
Soit	  X	  et	  Y	  deux	  V.A.R.	  discrètes	  

X/Y	   1	   2	   3	   	  loi	  marg.	  
0	   1

12
	  

3
12

	  
1
6
	  

1
2
	  

1	   1
6
	  

1
12

	  
3
12

	  
1
2
	  

	  	   1
3
	  

1
3
	  

1
3
	   1	  
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!

!!
  

1
! − !

  

! + !
2
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INTEGRALES	  ET	  DERIVEES
I.	  PRIMITIVES	  USUELLES	  :	  

! ! 	   ! ! + !	  
!	   !"	  
!!  	   !!!!

1 + !	  

!! ! .!! ! 	   !!!! !
1 + ! 	  

!	   2
3 ! !	  

!
!
	   2 !	  

!! !
! ! 	  

ln ! ! 	  

!"#  (!" + !)	   sin !" + !
! 	  

!"#  (!" + !)	   −
cos  (!" + !)

! 	  
!

!"#!(!)	  
tan ! 	  

!
!"#!(!)	  

−!"#$% ! 	  

!
! + !!	  

!"#$%& ! 	  

!
! − !!

	   !"#$%& ! 	  

−
!

! − !!
	   !"##$% ! 	  

!!	   !!

ln ! 	  

!! ! !! ! 	   !! ! 	  
II.	  INTEGRATION	  PAR	  PARTIE	  :	  

!! ! . ! ! !" = ! ! . ! ! !
! − ! ! . !! ! !"

!

!

!

!
	  

III.	  ANGLES	  REMARQUABLES	  
Angle	   !	   !

!	  
!
!	  

!
!	  

!
!	  

!"#	   0	   1
2	  

2
2 	  

3
2 	  

1	  

!"#	   1	   3
2 	  

2
2 	  

1
2	  

0	  
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